
Exercices d'arithmétique du 22 février 2012

Il y a probablement des erreurs dans ces notes... À vous de les repérer !

1 Généralités et divisibilité

Exercice 1 : Trouver tous les entiers naturels x et y tels que x2012 + 2012! = 21y.

Solution : On a y > 0. Donc 3|x et 7|x. On a v3(2012!) ≥ b20123
c = 670. Donc

y ≥ 670. Or v7(2012!) = b20127
c + b2012

49
c + b2012

343
c < 670, ce qui est absurde. Donc

l'équation n'a pas de solutions.

Exercice 2 : Soit m un entier relatif, et considérons la suite a1 = m/2, an+1 =
andane, où dxe est le plus petit entier supérieur ou égal à x. Trouver les valeurs de
m pour lesquelles le premier terme entier de la suite est a2012.

Solution : Écrivons m sous la forme 2ts−1, avec t, s entiers et s impair. Montrons
par récurrence sur t que le premier terme entier de la suite est at+1.
Pour t = 0, le résultat est évident.
Soit t un entier naturel pour lequel la propriété est vraie. Supposons m de la forme
2t+1s − 1. Alors a1 = m/2, et a2 = 1

2
(2t+1s − 1)2ts = 2t−1s(2t+1s − 1). Posons

b1 = a2 et bn+1 = bndbne. Alors, pour tout n, bn = an+1, et 2b1 est de la forme
2ts′−1, avec s′ impair. Donc, par hypothèse de récurrence, le premier terme entier
de la suite (bn) est bt+1, et le premier terme entier de (an) est at+2.
On conclut par récurrence que le premier terme entier de la suite (an) est at+1. Les
valeurs de m recherchées sont donc celles de la forme 22011s − 1 avec s impair, ie
celles congrues à 22011 − 1 modulo 22012.

Exercice 3 : Soit B un entier supérieur à 10. On suppose que tous ses chi�res
sont parmi 1, 3, 7, 9. Montrer que B a un diviseur premier supérieur à 10.

Solution : Il est clair que 2 et 5 ne divisent pas B. Supposons par l'absurde que B
s'écrive sous la forme 3a7b. On véri�e immédiatement que le chi�re des unités d'un
nombre de la forme 3a7b est 1, 3, 7 ou 9. Montrons par récurrence sur a + b que
le chi�re des dizaines de 3a7b est pair. Si a+ b = 0 ou si a+ b = 1, le résultat est
évident. Soit k > 1 véri�ant que pour tous a, b entiers naturels tels que a+ b = k
le chi�re des dizaines de 3a7b est pair. Soient a et b tels que a + b = k + 1. Si
a > 0, on écrit par hypothèse récurrence 3a−17b = 20c + d, avec d ∈ {1, 3, 7, 9}.
Alors 3a7b ∈ {60c+3, 60c+9, 60c+21, 60c+27}, et donc le chi�re des dizaines de
3a7b est pair. Si b > 0, on écrit par hypothèse de récurrence 3a7b−1 = 60c+ d avec
d ∈ {1, 3, 7, 9}. Alors 3a7b ∈ {140c+ 7, 140c+ 21, 140c+ 49, 140c+ 63}, et donc le
chi�re des dizaines de 3a7b est pair.
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On conclut par récurrence que le chi�re des dizaines de B est pair : absurde ! Donc
B admet un diviseur premier supérieur à 10.

Exercice 4 : Posons an = 1
n

([
n
1

]
+
[
n
2

]
+ ...+

[
n
n

])
. Montrer qu'il existe une in-

�nité d'entiers naturels n tels que an+1 > an. Montrer qu'il existe une in�nité
d'entiers naturels tels que an+1 < an.

Solution : Pour n entier naturel non nul, on note, d(n) le nombre de diviseurs de
n. Alors on véri�e que nan = d(1)+ ...+d(n). Donc, pour n = p−1 avec p premier
supérieur à 6, on a an+1 < an.
On a de plus an ≥ 1

n

(
n+ n

2
+ n

3
+ ...+ n

n

)
− 1 ≥ 1

2
+ ...+ 1

n
. Donc an → +∞. Par

conséquent, il existe une in�nité d'entiers naturels n tels que an+1 > an.

Exercice 5 : Trouver tous les entiers naturels a, b, c tels que 2c−1 divise 2a+2b+1.

Solution : Supposons c 6= 1. Soient r et s les restes respectifs des divisions de a
et b par c. Alors 2c − 1 divise 2r + 2s + 1. Alors r < c et s < c. Si r < c− 1, alors
2c − 1 ≤ 2r + 2s + 1 ≤ 2c−2 + 2c−1 + 1 = 2c + 1− 2c−2, donc c ≤ 3. On en déduit
que soit r = 0, c = 2 et s = 0, soit r = 1, c = 3 et s = 2. On arrive à la même
conclusion si s < c− 1.
Reste donc à trouver les entiers c tels que 2c− 1|2c+1. Dans ce cas, 2c− 1|2, donc
c = 1.
On conclut que les triplets (a, b, c) recherchés sont ceux de la forme (a, b, 1),
(2a′, 2b′, 2), (3a′ + 1, 3b′ + 2, 3) et (3a′ + 2, 3b′ + 1, 3).

Exercice 6 : Existe-t'il un ensembleX d'entiers tel que, pour tout entier n, l'équa-
tion a+ 2b = n admet une unique solution avec a, b ∈ X ?

Solution : La réponse est oui. Montrons d'abord que tout entier relatif m s'écrit
de manière unique sous la forme a0 − 4a1 + 42a2 − 43a3 + ..., avec ai ∈ {0, 1, 2, 3}.
Pour prouver l'existence, on procède par récurrence forte sur m. La propriété est
triviale pour m = −3,−2,−1, 0, 1, 2, 3. Supposons maintenant le résultat vrai pour
tous les entiers de valeur absolue inférieure ou égale à m. Soit a0 le reste de la di-
vision de m+ 1 par 4 et a′0 celui de −m− 1. Alors m+ 1− a0 et −m− 1− a′0 est
multiple de 4. On applique l'hypothèse de récurrence à −m+1−a0

4
et à m+1+a′0

4
. On

dispose donc d'entiers bi, ci ∈ {0, 1, 2, 3} tels que −m+1−a0
4

= b0 − 4b1 + 42b2 − ...
et m+1+a′0

4
= c0 − 4c1 + 42c2 − .... Alors m+ 1 = a0 − 4b0 + 16b1 − ... et −m− 1 =

a′0 − 4c0 + 16c1 − .... Ceci achève la récurrence.
Montrons l'unicité. Soient ai, bi ∈ {0, 1, 2, 3} des entiers tels que a0 − 4a1 +
16a2 − ... = b0 − 4b1 + 16b2 − .... Supposons qu'il existe j tel que aj 6= b : j.
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Soit j0 le plus petit j tel que aj 6= bj. Alors (−4)j0aj0 + (−4)j0+1aj0+1 + ... =
(−4)j0bj0 + (−4)j0+1bj0+1 + ..., d'où aj0 − 4aj0+1 + ... = bj0 − 4bj0+1 + ..., ce qui
prouve que 4 divise aj0 − bj0 : absurde ! D'où l'unicité.
On appellera a0a1a2... l'écriture de m en base −4. Considérons X l'ensemble des
entiers dont l'écriture en base −4 ne contient que des 0 et des 1. Si a et b sont
deux entiers dans X et on note a0a1... et b0b1... leurs écriture en base −4, alors
l'ecriture en base −4 de a+2b est (a0 +2b0)(a1 +2b1).... Comme chaque entier de
{0, 1, 2, 3} s'écrit de manière unique sous la forme c+2d avec c, d ∈ {0, 1, 2, 3}, on
conclut que X véri�e la propriété souhaitée.

Exercice 7 : Soit p un nombre premier. Soit a1, ..., ap une suite arithmétique d'en-
tiers de raison r. On suppose que r et p sont premiers entre eux. Montrer qu'il
existe i entre 1 et n tel que p2 divise a1...ap + ai.

Solution : Modulo p, a1, ..., ap forment une permutation de 0, 1, ..., p− 1 car r et
p sont premiers entre eux. Soit i tel que p|ai. Si ai = 0, le problème est résolu.
Sinon, 1 + a1...ap

ai
≡ 1 + (p − 1)! ≡ 0modp d'après le théorème de Wilson. Donc

p2|a1...ap + ai.

2 Congruences et petit théorème de Fermat

Exercice 1 : Soit X un ensemble contenant 10000 entiers. On suppose qu'au-
cun de ces entiers n'est multiple de 47. Montrer qu'il existe une partie Y de X
contenant 2012 éléments telle que, pour tous a, b, c, d, e, f dans Y , 47 ne divise pas
a− b+ c− d+ e.

Solution : On dira qu'un ensemble Z d'entiers est bon si 47 ne divise pas a−b+c−
d+ e pour a, b, c, d, e ∈ Z. On remarque que G = {−9,−7,−5,−3,−1, 1, 3, 5, 7, 9}
est bon. Pour k ∈ {1, 2, ..., 46}, on note Gk = {x ∈ X|∃g ∈ G, kx ≡ gmod47} est
aussi bon. Or chaque x ∈ X appartient à exactement 10 ensembles de la forme Gk,
donc 10|X| =

∑46
k=1 |Ak|. Par conséquent, il existe k tel que |Ak| > 2173 > 2012.

Exercice 2 :Montrer que la suite a, aa, aa
a
, ... devient constante modulo n à partir

d'un certain rang.

Solution : Notons a1 = a, a2 = aa,... Remarquons d'abord que si les facteurs
premiers de n sont parmi ceux de a, le résultat est évident, puisqu'à partir d'un
certain rang, tous les termes de la suite sont multiples de n. Procédons maintenant
par récurrence forte sur n.
Pour n = 1 ou n = 2, le résultat est évident. Soit n > 1 tel que la propriété a
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été prouvée aux rangs 1,2,3,...,n. Montrons que la suite devient constante modulo
n+ 1. On écrit n+ 1 = mp, où p est le plus grand diviseur de n+ 1 premier avec
a. Alors m et p sont premiers entre eux, et en vertu de théorème des restes chi-
nois, il su�t de montrer que la suite est constante modulo m à partir d'un certain
rang et constante modulo p à partir d'un certain rang. Si m > 1 et p > 1, alors
l'hypothèse de récurrence permet de conclure immédiatement. Si p = 1, alors les
facteurs premiers de n sont parmi ceux de a : ce cas a déjà été résolu.
Supposons donc que m = 1. Alors a et n sont premiers entre eux. On sait que
aϕ(n) ≡ 1modn. Par hypothèse de récurrence, la suite devient constante modulo
ϕ(n) à partir d'un certain rang. On en déduit que la suite (aak) devient constante
modulo n à partir d'un certain rang. Or aak = ak+1. Donc la suite (ak) devient
constante modulo n à partir d'un certain rang.
Par conséquent, on a montré que la suite a, aa, aa

a
, ... devient constante modulo n

à partir d'un certain rang.

Exercice 3 : Trouver tous les entiers naturels x, y tels que x7−1
x−1 = y5 − 1.

Solution : Montrons d'abord que les diviseurs premiers de x7−1
x−1 sont congrus à 0

ou 1 modulo 7. Soit p un tel nombre premier. Soit k l'ordre de xmodulo p. Si k > 1,
alors p|x7 − 1, et donc k|7, d'où k = 7. Le petit théorème de Fermat impose alors
que 7|p−1. Si k = 1, alors x ≡ 1modp, et donc x7−1

x−1 = 1+x+x2+...+x6 ≡ 7modp,
d'où p = 7. Finalement, p est congru à 0 ou 1 modulo 7. Par conséquent, tout di-
viseur de x7−1

x−1 est congru à 0 ou 1 modulo 7.
Comme y5−1 = (y−1)(y4+y3+y2+y+1), y est nécessairement congru à 1 ou 2
modulo 7, mais alors y4 + y3 + y2 + y+ 1 est congru à 3 ou 5 modulo 7 : absurde !
L'équation n'a donc pas de solutions.

Exercice 4 : Soient a, b deux entiers naturels tels que, pour tout n, an + n divise
bn + n. Montrer que a = b.

Solution : Soit p un nombre premier strictement plus grand que a et que b. Soit
n = (p − 1)(a + 1) + 1. Comme n ≡ 1mod(p − 1), le petit théorème de Fermat
impose que an + n ≡ a + nmodp ≡ 0modp. Donc p|an + n. On en déduit que
p|bn+n. Le petit théorème de Fermat impose à nouveau que p|b+n, donc p|a− b.
On en déduit que a = b.

Exercice 5 : Soit a > 1 un entier. Soit S = {a2+a−1, a3+a2−1, a4+a3−1, ...}.
Montrer que S contient un sous-ensemble in�ni formé d'éléments deux à deux pre-
miers entre eux.
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Solution : On construit le sous-ensemble par récurrence. Soit T un sous-ensemble
de S de cardinal n dont les éléments sont 2 à 2 premiers entre eux. Soit N le
produit des éléments de T . Il est clair que a et N sont premiers entre eux, donc
akϕ(N)+1 + akϕ(N) − 1 ≡ a + 1 − 1 ≡ amodN . On en déduit que, si'on rajoute
akϕ(N)+1+akϕ(N)−1 à T avec k assez grand, on obtient une partie à n+1 éléments
de S dont les éléments sont 2 à 2 premiers entre eux.

3 Théorème chinois

Exercice 1 : On se place dans le plan muni d'un repère orthonormé. On note O
l'origine. On appelle carré entier de côté n un ensemble de n2 points à coordonnées
entières strictement positives de la forme {(a + i, b + j), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n}.
On dit qu'un tel carré entier C est invisible si, pour tout A ∈ C, il existe B à
coordonnées entières sur le segment [OA] distinct de O et de A. Montrer que, pour
tout n, il existe une in�nité de carrés entiers invisibles.

Solution : On véri�e aisément qu'un point à coordonnées entières (x, y) est in-
visible si, et seulement si, x et y ne sont pas premiers entre eux. On considère n2

nombres premiers deux à deux distincts, que nous notons p(i,j) pour 1 ≤ i, j ≤ n.
On considère le système formé des n2 congruences x ≡ −imodp(i,j). On le note
(S1). On considère aussi le système formé des n2 congruences y ≡ −jmodp(i,j). On
le note (S2). D'après le théorème des restes chinois, ces deux systèmes admettent
chacun une in�nité de solutions entière naturelles. Or, si x est solution de (S1) et
y de (S2), alors il est évident que {(x + i, y + j), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n} est un
carré de côté n invisible. Donc pour tout n, il existe une in�nité de carrés invisibles.

Exercice 2 : Soient n et k deux entiers naturels non nuls. À quelle condition
existe-t'il des entiers a et b tel que pgcd(a, n) = pgcd(b, n) = 1 et k = a+ b.

Solution : Si n est pair, alors a, b sont nécessairement impairs, et donc k doit être
pair. Donc, si a et b existent, soit n est impair, soit n et k sont pairs.
Supposons n impair. Notons p1,...,ps les diviseurs premiers de n. Tous les pi sont
supérieurs ou égaux à 3. On peut donc trouver, pour chaque i, un entier xi tel que
xi et k− xi ne sont pas multiples de pi. D'après le théorème des restes chinois, on
peut trouver a entier tel que, pour tout i, a ≡ ximodpi. Il est alors immédiat que
a et k − a sont premiers avec n.
Supposons maintenant n et k pairs. Notons p1,...,ps les diviseurs premiers de n
avec p1 = 2. Pour i > 1, on peut trouver comme avant un entier xi tel que xi et
k− xi ne sont pas multiples de pi. D'après le théorème des restes chinois, on peut
trouver a entier tel que, pour tout i > 1, a ≡ ximodpi et a ≡ 1mod2. Il est alors
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immédiat que a et k − a sont premiers avec n.

Exercice 3 : Montrer que le système d'équations :

x21 + x22 + x23 + x24 = y5

x31 + x32 + x33 + x34 = y2

x51 + x52 + x53 + x54 = y3

admet une in�nité de solutions dans les entiers naturels non nuls.

Solution : Posons a = 12+22+32+42, b = 13+23+33+43, c = 14+24+34+44.
On cherche des solutions de la forme x1 = ambncp, x2 = 2ambncp, x3 = 3ambncp,
x4 = 4ambncp. Pour que ces valeurs dé�nissent une solution du système, il su�t
que a2m+1b2nc2p soit une puissance 5, a2mb2n+1c2p soit une puissance 2, a2mb2nc2p+1

soit une puissance 3. Il s'agit donc de résoudre le système :

2m+ 1 ≡ 2n ≡ 2p ≡ 0mod5

2m ≡ 2n+ 1 ≡ 2p ≡ 0mod2

2m ≡ 2n ≡ 2p+ 1 ≡ 0mod5.

Le théorème chinois permet alors de conclure.

Exercice 4 : Montrer qu'il existe une suite strictement croissante (an)n≥1 d'en-
tiers strictement positifs telle que, pour tout k ≥ 0, la suite (an + k)n contient un
nombre �ni de nombres premiers.

Solution : Notons p1 < p2 < ... la suite des nombres premiers. Posons a1 = 2.
Supposons avoir contruit a1, ..., an. Soit alors an+1 le plus petit entier strictement
supérieur à an congru à −k modulo pk+1 pour k ≤ n. Il existe grâce au théorème
chinois. La suite ainsi construite convient.

Exercice 5 : Existe-t'il une suite (ak)k≥1 d'entiers strictement positifs telle que
tout entier strictement positif apparaît exactement une fois, et pour tout k ≥ 1,
k|a1 + ...ak ?

Solution : La réponse est oui, construisons une telle suite par récurrence. Posons
a1 = 1. Supposons avoir construit a1, ..., am, et soit S = a1+ ...+am. Soit n le plus
petit entier strictement positif qui n'est pas parmi a1, ..., am. Le théorème chinois
impose qu'il existe t tel que t ≡ −Smod(m+1) et t ≡ −s− nmod(m+2). Quitte
à augmenter t, on peut supposer que t n'est pas parmi a1, ..., am. Posons am+1 = t
et am+2 = n. De cette manière, la suite (ak) véri�e les propriétés désirées.
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4 Descente in�nie

Exercice 1 : Trouver les solutions entières de x3 + 3y3 + 9z3 = 0.

Solution : Soit (x, y, z) une solution. Alors 3|x. Notons x = 3x′. Alors 9x′3+ y3+
3z3 = 0, d'où 3|y. On écrit y = 3y′. Alors 3x′3 + 9y′3 + z3 = 0. Donc 3|z. On écrit
z = 3z′. Alors x′3+3y′3+9z′3 = 0. Donc (x′, y′, z′) est solution de l'équation initiale.
Un argument de descente in�nie permet alors de conclure que x = y = z = 0 :
(0, 0, 0) est la seule solution.

Exercice 2 : Trouver toutes les valeurs entières naturelles que peut prendre la
fraction m2+mn+n2

mn−1 , avec m,n des entiers naturels tels que mn 6= 1.

Solution : Montrons que les valeurs recherchées sont 0, 4 et 7. Soit k un entier
naturel �xé, et considérons l'équation m2+mn+n2

mn−1 = k (*). Si m = n, alors m2− 1|3,
donc m = 0 ou m = 2, et k = 0 ou k = 4.
Supposons maintenant que m > n > 0 et que (m,n) est solution de l'équation
(*). On a m2 + (1 − k)mn + n2 + k = 0. C'est un polynôme du second degré
en m : on peut donc considérer l'autre racine de ce polynôme, m′. En fait, on a
m + m′ = (k − 1)n et mm′ = n2 + k. Donc m′ est un entier naturel, et on a
alors que (n,m′) est solution de l'équation (*). De plus, m′ < n si, et seulement si,
m > n+ 3n

n2−1 . Donc si n > 3, on a m′ < n. On peut donc répéter cette opération
jusqu'à obtenir une solution (m,n) de (*) telle que n ≤ 3.
Si n = 1, alors m− 1|3, donc m = 2 ou m = 4.
Si n = 2, alors 2m− 1|21, donc m est 1, 2, 4 ou 11.
Si n = 3, alors 3m− 1|91, ce qui est impossible.
Finalement, dans tous les cas, k vaut 0, 4 ou 7.

Exercice 3 : Trouver tous les nombres premiers p tels qu'il existe des entiers
stristement positifs x, y, n tels que pn = x3 + y3.

Solution : On a 21 = 11 + 11 et 32 = 23 + 13, donc 2 et 3 sont bien solutions au
problème. Montrons que ce sont les seules. Soit donc p un premier supérieur ou
égal à 5. Soit n minimal tel qu'il existe x, y tels que pn = x3 + y3. On a x > 1 ou
y > 1. Supposons par exemple que x > 1. On a pn = (x + y)(x2 − xy + y2). Or
x+ y ≥ 3 et x2− xy+ y2 = (x− y)2 + xy ≥ 2, donc p|x+ y et p|x2− xy+ y2, d'où
p|3xy. Comme p > 4 on a p|xy. Par exemple, p|x (si p|y, c'est analogue). Alors
p|y3, donc p|y. Comme x3 + y3 ≥ 2p3, on a n > 3, et pn−3 = (x/p)3 + (y/p)3 :
absurde ! Les premiers recherchés sont donc 2 et 3.

Exercice 4 : Soient a1, ..., a2n+1 des entiers tels que, dès que l'on en enlève un,
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on peut partager les 2n restants en deux parties de n entiers de même somme.
Montrer que a1 = ... = a2n+1.

Solution : Quitte à soustraire min(a1, ..., an) à a1, ..., an, on peut supposer que
a1 = 0. Notons S = a1+...+a2n+1. Alors, par hypothèse, pour tout i, S−ai est pair,
donc tous les ai ont même parité : ils sont tous pairs. Les entiers a1/2, ..., a2n+1/2
véri�ent alors la même propriété que a1, ..., an. En répétant le même raisonnement,
on prouve que, pour tout i, 4|ai, puis 8|ai... Donc a1 = ... = an = 0.

5 Suites et polynômes en arithmétique

Exercice 1 : Soient a, b, c, d, e, f six entiers naturels non nuls. Soit S = a + b +
c+ d+ e+ f . On suppose que S divise abc+ def et ab+ bc+ ca− de− ef − fd.
Est-il possible que S soit premier ?

Solution : Considérons le polynôme P (X) = (X+a)(X+b)(X+c)−(X−d)(X−
e)(X − f) = SX2 + (ab + bc + ca − de − ef − fd)X + abc + def . Alors S divise
P (d) = (d + a)(d + b)(d + c). Or S est strictment plus grand que d + a, d + b et
d+ c. Cela impose immédiatement que S n'est pas premier.

Exercice 2 : Soit λ la solution positive de t2 − 1998t − 1 = 0. On considère la
suite dé�nie par x0 = 1, xn+1 = bλxnc. Quel est le reste de x1998 par 1998 ?

Solution : On remarque que xn+1

λ
≤ xn ≤ xn+1+1

λ
. Comme λ > 1, on en déduit

que bxn+1

λ
c = xn− 1. Comme λ = 1998+ 1

λ
, on a xn+1 = bλxnc = 1998xn+ bxnλ c =

1998xn + xn−1 − 1. Donc, pour tout n > 0, xn+1 ≡ xn−1 − 1mod1998, et donc le
reste de x1998 par 1998 est 1000.

Exercice 3 : Soit q ≥ 2 un entier. Existe-t'il un réel positif x tel que, pour tout
entier k ≥ 1, on ait [xk] ≡ −1modq ?

Solution : La réponse est oui. Cherchons x comme solution positive d'une équation
du second degré x2−ax−b = 0, avec a est b entiers. On suppose que l'autre solution
y de cette équation véri�e 0 < y < 1. Pour n entier naturel, posons Sn = xn + yn.
Alors S0 = 2, S1 = a, S2 = a2 + 2b, Sn+2 = aSn+1 + bSn. On en déduit que, pour
tout n, Sn est entier. Comme |y| < 1, il suit que [xn] = Sn − 1. On voudrait donc
que, pour tout n > 0, q|Sn. Choisissons a = 2q et b = −q. Alors x = q +

√
q2 − q

et y = q−
√
q2 − q. On a bien 0 < y < 1 et x < 0. De plus, pour tout n ≥ 1, q|Sn.

Donc x = q +
√
q2 − q convient.
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6 Inégalités en arithmétique

Exercice 1 : On considère un parallélépipède rectangle dont les dimensions sont
entières. On colorie en blanc sa surface, puis on le découpe en petits cubes de
côté 1. On s'aperçoit alors qu'exactement la moitié des petits cubes ont au moins
une face blanche. Montrer que le nombre de parallélépipèdes qui véri�ent cette
propriété est �ni.

Solution : Soient a, b, c les longueurs des côtés du parallélépipède. Par hypothèse,
on a (a−2)(b−2)(c−2)

abc
= 1

2
. Montrons que cette équation a un nombre �ni de solutions

dans les entiers naturels. Pour ce faire, nous allons majorer a, b et c. On peut
supposer sans perte de généralité que a ≤ b ≤ c.
Il est clair que a > 4. De plus, on a

(
a−2
a

)3 ≤ 1
2
, d'où a ≤ 10.

On a alors
(
b−2
b

)2 ≤ 5
6
, d'où b ≤ 2

1−
√

5
6

.

De plus, pour chaque couple a, b, il existe au plus une valeur de c telle que (a, b, c)
est solution de l'équation étudiée. L'équation a donc un nombre �ni de solutions
entières naturelles.

Exercice 2 : Soient x, y et n trois entiers naturels non nuls tels que xy
x+y

> n.
Montrer que xy

x+y
≥ n+ 1

n2+2n+2
.

Solution : Par hypothèse, (x−n)(y−n) > n2. Soit k > 0 entier tel que (x−n)(y−
n) = n2 + k. Alors xy

x+y
= n+ k

x+y
. Comme (x−n)(y−n) = n2 + k et x−n ≥ 1 et

y− n ≥ 1, on a (x− n) + (y− n) ≤ n2 + k+1, d'où xy
x+y
≥ n+ k

n2+2n+k+1
. Comme

k ≥ 1, on obtient que xy
x+y
≥ n+ 1

n2+2n+2
.

7 Résidus quadratiques

Exercice 1 : Trouver les entiers naturels n pour lesquels il existe un entier naturel
m tel que 2n − 1|m2 + 9.

Solution : Soit n tel qu'il existe m véri�ant 2n − 1|m2 + 9. Soit n′ le plus grand
diviseur impair de n. Alors 2n

′ − 1|2n − 1|m2 + 9. Supposons que n′ > 1. Alors,
comme 2n

′ − 1 ≡ 3mod4, 2n
′ − 1 admet un diviseur premier p congru à 3 modulo

4. Ce diviseur premier p divise aussi m2 +32, et donc p = 3. Mais n′ étant impair,
3 ne divise pas 2n

′ − 1 : absurde ! Donc n′ = 1, et n est une puissance de 2.
Supposons maintenant que n = 2k, pour un certain k entier naturel. Soit p un divi-
seur premier de 2n−1 congru à 3 modulo 4. Alors p divise pgcd(22

k−1, 2p−1−1) =
2pgcd(2

k,p−1)−1 = 22−1 = 3. Donc p = 3, et 3 est le seul diviseur premier de 2n−1

9



congru à 3 modulo 4. De plus, 9 ne divise pas 2n − 1, puisque sinon 6 diviserait
n. Donc 2n − 1 s'écrit sous la forme 3t, où t est un entier naturel dont tous les
diviseurs premiers sont congrus à 1 modulo 4. Par conséquent, il existe m′ entier
tel que t|m′2 + 1. En posant m = 3m′, on a 2n − 1|m2 + 9.
Les entiers naturels recherchés sont donc les puissances de 2.

Exercice 2 : Trouver tous les entiers x, y tels que x2 = y3 + 7.

Solution : Soient x, y véri�ant l'équation. Alors x2+1 = (y+2)(y2− 2y+4). Les
diviseurs premiers de x2 + 1 ne sont pas congrus à 3 modulo 4. Si y est pair, alors
x2 ≡ 3mod4 : impossible ! Si y ≡ 1mod4, alors y+2 ≡ 3mod4 a un diviseur premier
congru à 3 modulo 4 : impossible ! Si y ≡ 3mod4, alors y2 − 2y + 4 ≡ 3mod4 a
un diviseur premier congru à 3 modulo 4 : impossible ! L'équation n'a donc pas de
solutions !

Exercice 3 : Considérons P (X) = X3 + 14X2 − 2X + 1. On note P n la n-ième
itérée de P . Montrer qui'il existe n entier naturel non nul tel que, pour tout entier
x, 101|P n(x)− x.

Solution : Soient x, y deux entiers tels que P (x) ≡ P (y)mod101. Montrons que
x ≡ ymod101. Supposons que 101 ne divise pas x − y. On a : 4P (x)−P (y)

x−y =

4(x2 + xy + y2 + 14x + 14y − 2) ≡ (2x + y + 14)2 + 3(y − 29)2mod101. Alors,
comme 101 divise P (x)−P (y) mais pas x− y, (2x+ y+14)2+3(y− 29)2 est mul-
tiple de 101. Or −3 n'est pas un résidu quadratique modulo 101. Donc 101 divise
2x+ y + 14 et y − 29. On en déduit que 101|x− y : absurde ! Donc x ≡ ymod101.
On déduit alors que P (0), P (1), ..., P (100) est une permutation de 0, 1, ..., 100 mo-
dulo 101. Il existe donc, pour chaque x entre 0 et 100, un entier N(x) tel que
PN(x)(x) ≡ xmod101. Il su�t de choisir n = N(0)N(1)...N(100) et le problème
est résolu.

Exercice 4 : Trouver tous les entiers naturels n tels qu'il existe une partition de
A = {n, n + 1, n + 2, ..., n + 1997} en k sous-ensembles (k ≥ 2) A1,...,Ak tels que
le produit des éléments de chaque sous-ensemble est le même.

Solution : Supposons qu'il existe une telle partition de A, et notons m le produit
commun. Remarquons que 1997 et 1999 sont des nombres premiers. Comme A
contient au plus deux multiples de 1997, on a nécessairement k = 2. Comme A
contient au plus un multiple de 1999, il n'en contient aucun, et n ≡ 1mod1999.
Les éléments de A sont congrus à 1, 2, 3, ..., 1998 modulo 1999. Donc m2 ≡ 1998! ≡
−1mod1999 d'après le théorème de Wilson. Or cela est impossible, puisque, 1999
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étant congru à 3 modulo 4, −1 n'est pas un résidu quadratique modulo 1999. Donc
il n'existe aucun n véri�ant les conditions de l'énoncé.

Exercice 5 : Montrer qu'il n'existe pas d'entiers strictement positifs a, b, c tels
que a2+b2+c2

3(ab+bc+ca)
est un entier impair.

Solution : Soient a, b, c, n des entiers strictement positifs tels que a2 + b2 + c2 =
3n(ab+ bc+ ca). Alors (a+ b+ c)2 = (3n+2)(ab+ bc+ ca). On peut supposer que
pgcd(a, b, c) = 1 Soit p un diviseur premier de 3n+2 congru à 2 modulo 3, tel que
vp(n) est impair. Notons 2k−1 = vp(n). Alors pk|a+b+c, d'où p|ab+bc+ca. Comme
p|a+ b+ c, on en déduit que p|a2+ ab+ b2, donc p|(2a+ b)2+3b2. Or −3 n'est pas
un résidu quadratique modulo p. Donc p divise a, b et c : absurde ! D'où le résultat.

Exercice 6 : On considère les suites (an) et (bn) dé�nies par a0 = 1, b0 = 4,
an+1 = a2001n + bn, bn+1 = b2001n + an. Montrer que 2003 ne divise aucun terme de
ces suites.

Solution : Supposons que 2003 divise un terme d'une des deux suites. Soit k l'en-
tier le plus petit tel que 2003|ak ou 2003|bk. Supposons par exemple que 2003|ak
(l'autre cas est analogue). Alors comme 2003 est premier, le petit théorème de
Fermat impose que, pour n < k, anan+1 ≡ 1 + anbnmod2003 et bnbn+1 ≡ 1 +
anbnmod2003. On a donc anan+1 ≡ bnbn+1mod2003 [1] et ak−1bk−1 ≡ −1mod2003
[2]. Alors [1] impose que an

bn
est congru à 4 ou 1

4
modulo 2003. Grâce à [2], on en

déduit que a2k−1 est congru à −4 ou à −1
4
modulo 2003. Donc −1 est un carré

modulo 2003 : cela est absurde puisque 2003 ≡ 3mod4.

Exercice 7 : Soit P (X) = X3 +mX + n un polynôme à coe�cients entiers tel
que, pour x, y entiers, si 107 divise P (x) − P (y), alors 107 divise x − y. Montrer
que 107 divise m.

Solution : Soit m non multiple de 107. Supposons d'abord que m soit un résidu
quadratique modulo 107 : on écrit m ≡ p2mod107. On peut alors écrire m ≡
100r2mod107, puisque 100 est un carré. Choisissons x = r et y = r2. Alors P (x)−
P (y) = r(7r2 +m) ≡ 0mod107, mais x− y n'est pas multiple de 107.
Supposons maintenant quem n'est pas un résidu quadratique modulo 107. Comme
107 est congru à 3 modulo 4, on sait que−1 n'est pas un résidu quadratique modulo
107. On en déduit qu'il existe p tel que m ≡ −p2mod107. On pose x = p et y = 0.
Alors 107|P (x)− P (y), mais 107 ne divise pas x− y.
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8 Fractions continues

Exercice 1 : On considère la suite dé�nie par a1 = 1, a2k = 1 + ak, a2k+1 =
1
a2k

.
Montrer que tout rationnel strictement positif apparaît dans la suite exactement
une fois.

Solution : On utilise le fait que tout rationnel admet un développement �ni unique
en fraction continue. On a a1 = [1; 0, 0, 0, ...]. Si ak = [n0;n1, n2, ...], alors a2k =
[n0+1;n1, n2, ...]. Si a2k = [n0;n1, n2, ...] avec n0 > 0, alors a2k+1 = [0;n0, n1, ...]. Il
est alors immédiat que tout rationnel strictement positif apparaît exactement une
fois dans la suite.

Exercice 2 : Construire s : Q → {−1, 1} telle que, pour tous x, y rationnels dis-
tincts, si xy = 1 ou x+ y ∈ {0, 1}, alors s(x)s(y) = −1.

Solution : Soit q ∈ Q∗+. On écrit q = [n0;n1, n2, ..., nk, 0, 0, ...], avec nk 6= 0. On
pose s(q) = (−1)k et s(−q) = (−1)k+1. On pose aussi s(0) = −1. Il est clair
que s(x)s(y) = −1 pour x, y distincts tels que xy = 1 ou x + y = 0. Soient
x, y distincts tels que x + y = 1. Si x = 0 ou y = 0, on a bien s(x)s(y) = −1. Si
0 < x < y < 1, il existe u, v entiers tels que x = u

u+v
et y = v

u+v
, et donc s(x)s(y) =

s
(
1 + u

v

)
s
(
1 + v

u

)
= s

(
u
v

)
s
(
v
u

)
= −1, car u 6= v. Finalement, si x < 0 < 1 < y,

alors s(x)s(y) = −s(−x)s(y) = −s(−x)s(−x+ 1) = −s(−x)2 = −1.

9 Autres

Exercice 1 : On considère un disque de rayon 1/1000 autour de chaque point à
coordonnées entières du plan. Montrer qu'il existe un triangle équilatéral dont les
sommets sont dans 3 disques distincts. Montrer que la longueur du côté d'un tel
triangle est au moins 125.

Solution : Pour n entier naturel, on considère le triangle équilatéral de som-
mets (−n, 0), (n, 0) et (0,

√
3n. Il su�t donc de trouver n entier naturel tel que√

3n soit à une distance inférieure à 1/1000 d'un entier. On considère les réels
{0}, {

√
3}, {2

√
3}, ..., {1000

√
3}, où {x} est la partie décimale de x. Il y en a 1001,

et ils sont tous deux à deux distincts, car
√
3 est irrationnel. Partageons l'inter-

valle [0, 1] en 1000 intervalles, [0, 1/1000[, [1/1000, 2/1000[, ..., [999/1000, 1]. Alors,
d'après le principe des tiroirs, il existe k < l deux entiers entre 0 et 1000 tels que
{k
√
3} et {l

√
3} tombent dans le même petit intervalle. Alors (l− k)

√
3 est à une

distance inférieure à 1/1000 de l'entier le plus proche. Il existe donc un triangle
véri�ant les conditions de l'énoncé.
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Considérons ABC un tel triangle. Soit l la longueur de son côté. Soient P,Q,R
les centres des disques de rayon 1/1000 contenant A,B,C respectivement. Alors
PQR ne peut être équilatéral par irrationalité de

√
3. Supposons par exemple que

PQ > PR. Alors PQ2−PR2 est un entier strictement positif, d'où PQ2−PR2 ≥ 1.
Or PQ2 − PR2 ≤ (l + 0, 002)2 − (l − 0, 002)2 ≤ l/125. Donc l ≥ 125.

Exercice 2 : Soient m,n ≥ 2 deux entiers. Soient a1, ..., an des entiers non mul-
tiples de mn−1. Montrer qu'il existe des entiers e1, ..., en tels que |ei| < m pour
tout i, et e1a1 + ...+ enan est multiple de mn.

Solution : On considère les mn entiers e1a1 + ... + enan avec 0 ≤ ei < m pour
tout i. S'il y en a deux qui sont congrus modulo mn, alors il su�t de prendre leur
di�érence et le problème est résolu. Sinon, pour chaque k entre 0 et mn − 1, il en
existe exactement un congru à k modulo mn. Montrons que cela est contradictoire.
Soit ζ une racine primitive mn-ième de l'unité. On a alors

∑
ei∈{0,1,...,m−1}

ζe1a1+...+enan =
mn−1∑
k=0

ζk = 0.

Or ∑
ei∈{0,1,...,m−1}

ζe1a1+...+enan =
n∏
k=1

ζmak − 1

ζak − 1
6= 0,

car mn−1 ne divise aucun des ak : absurde ! On a donc résolu l'exercice.
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